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Energie Clectronique de l’atome a N electrons dans un espace a 
courbure constante 

R Shamseddine 
Dtpartement de Physique, Facultt des Sciences de Tunis, Campus Universitaire, BelvCdlrre, 
Tunis, Tunisia 

R e p  20 Novembre 1985 

RCumC. La structure Clectronique de I’atome 21 plusieurs Clectrons dans l’espace sphtrique 
est ttudite. Une nouvelle expresision de I’inttgrale de rtpulsion bitlectronique est donnte. 
Les niveaux d’tnergie des Ctats fondamentaux des atomes d’htlium et de lithium sont 
obtenus. Une dualitt paramttrique entre le rayon de courbure de l’espace R et le nombre 
atomique Z est mise en tvidence dans le calcul de I’effet d’Ccran. 

Abstract. The electronic structure of the many-electron atom in spherical space is investi- 
gated. A new expression of the bi-electronic repulsive integral is given. The ground state 
energy levels of the helium and lithium atoms are obtained. A parametric duality between 
the radius of curvature R and the atomic number Z is given prominence in the calculation 
of the screening effect. 

1. Introduction 

La formulation de la spectroscopie thkorique dans un espace B courbure constante 
positive ou espace sphirique contient la formulation euclidienne comme cas limite 
quand le rayon de courbure de l’espace R tend vers l’infini. Certains aspects qualitatifs 
ou de technique de calcul de cette formulation ‘courbCe’ peuvent prisenter un intCr6t. 
Schrodinger (1940) a dCji dCmontrC que le continuum du spectre de l’atome d’hydro- 
gtne se remplace par un spectre discret dense dans le cas d’une courbure constante 
positive. Aussi, on peut imaginer que ce type de transformation via l’espace courbC 
puisse Stre envisagk comme un moyen pour eff ectuer commodiment des calculs ‘plans’. 
Teague (1973) a montrC l’intirtt d’utiliser les mCthodes d’intkgration numCrique finie 
sur l’hypersphtre comme un intermkdiaire pratique pour calculer 1’Cnergie de la 
molkcule d’hydrogine. Recemment, l’avantage technique de la formulation ‘courbke’ 
a 6t6 illustrk par Horak (1982) par le calcul du dCveloppement en 1 / Z  de 1’Cnergie de 
1’6tat fondamental de l’atome d’hklium. Dans ce travail, nous montrons que ce modble 
‘courbC’ peut aussi permettre l’introduction d’un rayon de courbure local paramktrique 
dans le calcul de l’effet d’kcran Clectrostatique dont la valeur sera dCterminCe par 
variation: ce faisant, nous verrons apparaitre la dualit6 existant entre paramktre de 
courbure et paramttre d’icran. D’autre part la formulation ‘courbke’ permet de mettre 
en Cvidence les effets liks i la topologie de l’espace sur les spectres des atomes et des 
mol6cules. Ce point a CtC abordC recemment par Bessis et a1 (1982, 1984), Shamseddine 
(1986) dans leur Ctude du spectre de l’atome hydrogenoyde dans l’espace sphkrique. 
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Dans ce travail, nous montrons comment peut s’effectuer un calcul de structure 
ilectronique de l’atome dans l’espace sphirique. Aprks 1’Ccriture de 1’Cquation de 
Schrodinger d’un atome a N Clectrons dans cet espace (0 2), nous donnons une nouvelle 
expression de l’intigrale de repulsion biklectronique (§  3). Dans (§ 4) nous calculons 
les Cnergies des Ctats fondamentaux des atomes d’hClium et de lithium. 

2. Equation de Schrodinger d’un atome a N electrons 

Rappelons d’abord que l’espace A courbure constante positive ou espace sphCrique a 
la gComCtrie simple d’une hypersphire de rayon R = constant plongCe dans un espace 
euclidien quadridimensionnel. Son iliment de ligne est 

ds2 = R’ dX2 - R’ sin’ X(d0’ + sin2 6 dcp’) (1) 

oh O S X S ~ ,  OsOsn, O ~ c p ~ 2 n .  A la limite plane quand R + m  et x+O tel que 
Rx + r fini, (1) tend vers 1’Clement de ligne de l’espace euclidien habitue1 en coordon- 
nCes sphCriques ( r ,  6, cp) 

ds’=dr’-r’(dO*+sin’ 0 dcp2). (2) 

Nous travaillons dans le cadre du modkle B particules indipendantes oh la 
classification habituelle en couplage ( L S )  du modkle plan est conservie. Pour un 
atome B noyau ponctuel, sans spin et fix6 a l’origine des coordonnCes, l’iquation d’onde 
de Schrodinger des Ctats stationnaires dans l’espace sphCrique s’Ccrit (en ua) 

oh hi = -(Ai/2+ ( Z / R )  cot xi) est l’hamiltonien hydrogenoi‘de dans l’espace sphirique 
(Schrodinger 1940); A i  est le laplacien 

et (Z . /R )  cot x, est le potentiel coulombien central dans lequel se meut 1’Clectron ‘i’. 
V, = R-’ cot wv est le potentiel coulombien de repulsion biilectronique, oil Ctant la 
‘siparation angulaire’ entre 1’Clectron ‘i’ et l’ilectron ‘ j ’ .  Ce potentiel admet le 
diveloppement multipolaire suivant (Bessis et Bessis 1979) 

O U  

1 1 
%(x) = - 4 ( x )  RI+’ (2/-1)!!  
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La notation x, et x< a CtC introduite respectivement pour xI et x,. A la limite plane 
quand R + 03, les polyn6mes Sl(x) et g I ( x )  tendent respectivement vers 1/ 1’’’ et r’, 
et le diveloppement (4) tend vers celui de Laplace de l / r ,  dans l’espace plan. 

La fonction d’onde Clectronique $ est reprisentie par une combinaison 1inCaire 
de diterminants de Slater. Les orbitales de base sont les fonctions hydrogenoides 
‘courbkes’ (Bessis et Bessis 1979) 

QnIm(x, 8, cp)=JV,,l(sin~)n-1exp(-ZRx/n)P~(-icot~)Y~(8,cp) ( 5 )  

oc A = ( - n - iZR/ n, - n + iZR/ n), NnI est la constante de normalisation et Pt est un 
polyn6me de Jacobi de degrC U. 

3. Integrale d e  repulsion bielectronique 

Comme les diterminants de Slater sont b8tis sur des spin-orbitales fonctions propres 
des opkrateurs 12, s‘, 1, et s, associCs au moment angulaire orbitale I et au spin s de 
l’klectron, 1’Cnergie Clectronique E de l’atome est la somme d’intkgrales monoClec- 
troniques de type (nlmlm,lhlnlm,m,) = -Z2/2 n 2 + ( n 2 -  1)/2R2 (Schrodinger 1940) et 
d’intigrales biilectroniques de la forme 

Tenant compte des expressions (4) et ( 5 ) ,  l’intigration de (6) sur les variables 8, cp et 
le spin est la m6me que dans I’espace plan. Seulement une intigrale pseudo-radiale 
en x templace l’intigrale radial en r ‘plane’. On obtient (voir appendice 1) 

ou I’intCgrale pseudo-radiale en x s’icrit 

Yr(x) est la partie pseudo-radiale de l’orbitale hydrogenoide ‘courbie’ ( 5 ) .  g, est un 
polyn8me de degri 1 en cotx. Les polyn6mes F , ( x )  et G,(x) sont dCfinis par (4). 
L’expression (8) est valable pour 12 1. Pour 1 = 0, le calcul donne une autre expression 
qui se diduit formellement de (8) en y faisant g I ( X )  = 1 et en y remplacant P24(x) par 

P24(x) dX. 
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L’intCgrale (8) a l’avantage d’&tre finie et facilement calculable, en comparaison 
avec celle de Bessis et Bessis (1979) (voir appendice 1) qui est une sCrie infinie 
difficilement utilisable. Dans les applications, l’intkgration de (8) se ramine au calcul 
d’intigrales ClCmentaires de la forme 1; e-px sinP x cos9 x d x  donnCes par les tables 
(Gradshteyn et Ryzhik 1965). p et q sont des entiers 3 0 et /3 rCel positif. a et b E [0, 571. 

L‘expression (8) est P comparer P celle de I’intCgrale biklectronique radiale ‘plane’ 

oh pU( r )  = gi( r)pj( r ) r 2 .  p,( r )  est la partie radiale de l’orbitale hydrogCnolde dans 
l’espace plan. 

4. Energies Clectroniques des Btats fondamentaux des atomes He et Li 

Dans ces applications nous nous limitons au cas d’une seule configuration. Les valeurs 
des energies des Ctats considCrCs sont dCterminCes par variation en considCrant un effet 
d’Ccran Clectrostatique. Parce que le rayon de courbure R et le nombre atomique Z 
apparaissent 2i travers le produit (ZR) dans les orbitales hydrogenoldes ‘courbCes’ (5), 
R pourra jouer le m&me r61e paramitrique que Z. En prenant Z comme paramitre, 
1’Clectron ‘ i ’  du cortige Clectronique sera supposC plongC dans un potentiel (Zi/ R)  cot x 
crCe par une charge ‘effective’ Zi = KiZ, K i  Ctant le paramitre variationnel. L’Ccriture 
ZiR = KiZR =ZRi  dans l’orbitale ‘ i ’  permettra d’utiliser R au lieu de Z comme 
paramitre. Tout se passe alors comme si 1’Clectron ‘i’ se meut dans un potentiel 
(Z/ Ri) cot x dans une rCgion oh R est modifiC localement en Ri qui joue le m8me 
r61e paramitrique que Zi. Cette dualitti paramktrique est illustree dans les applications 
suivantes oh les expressions des Cnergies sont calculies dans l’espace sphirique en 
introduisant le paramitre Ri. En passant 2i la limite plane (R+oo), ces expressions 
tendent vers leurs homologues bien connues dans l’espace plan qui s’obtiennent 
d’habitude en introduisant le paramite 2;. 

4.1. E(’S) de l’e‘tat (1s)’ de l’atome He 

La fonction d’onde Clectronique +(IS) = 11s Is1 oh l’orbitale 1s =XI, exp( -ZR,/x) .  
Le paramktre RI est introduit pour tenir compte de l’effet d’Ccran. Un calcul simple 
utilisant les tables (Gradshteyn et Ryzhik 1965) donne 

E (IS) = 2(lsl hlls)+ (Is( l ) l s (  1)11 ls(2)1~(2)) 

a(5a2-4)  na 57a2(a2+4) 
C o t h e -  

a 2 +  1 2 2 

oh a = 2ZRl.  
A la limite plane quand R +CO, on obtient 

E ( ’ S ) = Z 2 K , ( K I - 2 ) + ~ Z K 1  

o i  K1 = lim R,/R.  
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L‘bnergie minimum de 1’6tat fondamental est obtenue pour K1 = (1 - 5/16Z) 

E(1S),i,=-(Z-5/16)2= -2.85ua. (12) 

C’est la valeur obtenue dans l’espace euclidien habitue1 en tenant compte de l’eff et 
d’Ccran klectrostatique par I’introduction du paramkre Z1. 

4.2. E(’S) de l’e‘tat (ls)’2s de l’atome Li 

La fonction d’onde Clectronique approchCe +(’S) = 11s E 24, 2s = Nzo(cos x - 
d sin x )  exp( - ZR,x/2), d = (2R1 + R,)Z/6, assure l’orthogonalitb des orbitales 1s et 
2s. Les paramttres R, et R2 sont introduits pour tenir compte de l’effet d’Ccran. 
L’expression de l’bnergie s’Ccrit 

E ( ,S)  = 2( 1 SI h 11s) + (2sl h 12s) + (Is( 1) Is( 1) 1) 142)  Is( 2)) 

+ 2( Is( 1) Is( 1) 112s(2)2s(2)) -(Is( 1)2s( 1) ((2s(2) 142)) 

18A1+3(b2+16)A2+12ZRA3 
8R2D 

o i ~  a=2ZR1,  b=ZR2,  c = ( a + b ) / 2 ,  a =e-”“ et p =e-bn. Les quantitbs Ai, Bi ( i =  
1,2,3) et D sont fonctions de a et b (voir appendice 2). 

E(’S)= K:F(K)-K,G(K) 

F( K )  = [( K4/ M )  +:K’+ 1]Z2 

A la limite plane quand R + 00, (13) tend vers l’expression suivante 

Oil  

K(K+3)(K+1)’+4K5 2 
2M 

G ( K )  = 

K,=R, /R  Kz=R2/2R K = K 2 / K 1  et M = K 2 - K + 1 .  

Nous avons regroup6 les termes cinitiques et les termes potentiels et fait apparaitre 
le pa ramhe  K pour faciliter le calcul. 

E(’S),,,  est diterminie par la valeur du couple ( K,, K )  vkrifiant simultanCment 
les Cquations aElaK, = 0 et aE/aK = 0. Pour K1 = 0.8979 et K2* 0.2555 nous trouvons 

E(2S),i,= -7.414 ua. 

C’est bien la valeur obtenue dans I’espace plan en tenant compte de I’effet d’bcran 
Clectrostatique par l’introduction des paramkres Z, et Z,. 
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5. Conclusion 

Nous avons montrk que le calcul, dans le cadre du modhle B particules indkpendantes, 
des Cnergies Clectroniques des atomes dans l’espace sphirique est envisageable sans 
difficultC, et l’on pourrait construire un programme automatique de calcul des fonctions 
d’onde et des Cnergies. Nous avons mis en Cvidence une dualitC paramktrique entre 
le rayon de courbure R et le nombre atomique 2 dans le calcul de l’effet d’icran 
Clectrostatique. Ceci illustre une possible utilisation de la formulation ‘courbke’ pour 
analyser certains aspects techniques de calculs de spectroscopie dans l’espace plan. 

Appendice 1. IntCgrale biklectronique pseudo-radiale < 131124>, 
Nous partons de l’expression suivante (Bessis et Bessis 1979) 

(sin x ) ’  d’+’(cos 2kx)  
n w ,  x )  =- c, d(c0s X ) I + l  

CI=[4k2(4k2-1)(4k2-2’). . .(4k2-Z2)]”2. 

L’inconvenient de l’expression (Al.1) est de contenir la strie infinie 

(Al.1) 

(A1.2) 

qui est la partie pseudo-radiale du dkveloppement multipolaire du potentiel (cot m u ) /  R 
utili& par Bessis et Bessis (1979). Cette sCrie peut itre remplacie par sa somme (Bessis 
et Bessis 1979) 

(A1.3) 

L’introduction de la somme (A1.3) revient B utiliser le diveloppement multipolaire (4) 
dont la partie pseudo-radiale est cette somme. (A1.3) est calculCe avec la condition 
0 G x i  S $T; 0 S xi S et x i  > x j .  Pour pouvoir l’utiliser nous devons rapporter d’abord 
l’inttgrale (s, t )  ( A l . l )  de l’intervalle [0, 771 B l’intervalle [0, 77/21 par le changement 
de variable x + ( T - x )  sur ses parties appartenant l’intervalle [ T / ~ , T ]  et utiliser la 
propriCtt des fonctions de Fock n1(2k, T - x )  = (-1)’+’II1(2k, x). On obtient 

(Al.4) 
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L’intCgrale pseudo-radiale (Al.l)  s’dcrit 

(A1.5) 

Les polyn8mes F l ( x )  et Gl(x)  sont dkfinis dans (4). 
Pour rCduire les termes semblables rksultant de la relation GI(x) = x F I ( x )  + gl(x) 

oh g l ( , y )  est un polyn8me de degrd 1 en cot x, nous revenons dans l’intervalle [0,77] 
en effectuant le changement de variable ( r - x ) + x  sur les parties de (A1.5) oh 
l’intdgrant contient ps , (  7 7 -  x) en facteur. En utilisant les propridtCs Fl( r - x) = 
(-l)’+’F1(x) et G,(r-,y) = ( - l ) ’+’ ( rF , ( x )  - G1(x)), l’intdgrale (A1.5) s’Ccrit 

(A1.6) 
J =--XI  I 

Oil 

Tenant compte de la relation G,(x) = x F , ( x ) + g l ( x ) ,  les termes de (A1.6) ayant en 
facteur x et n se rCduisent sCparCment et nous obtenons l’expression finale (8). 

N24(x) = GI(x)P24(X) M24(x)  = Fl(x)p24(x)* 

Appendice 2. Les quantites A i ,  Bi et D 

A1 = -2(b2+ 12)d2 - b2(b -2) -20b +24 
A3 = 6bd2 -4( b2+4)d + b3 + 10b 

B1=-(27d3+3ad2+l ld  +a)/12d(9d2+1)(9d2+4) 
Bz = 2AJ b( b2+4)( b2+ 16) 
B3 = 2[6(2a - e ) d 2 +  (4e2 - 6ae + 16)d - e3+ ,e2 - 16e +4a] /e (e2+ 4)(e2+ 16) 

D = b2-  ab + a‘+ 12 

06 

A2=8d2+8bd - b3-3 

a = 2ZR, b = ZR2 d = ( a + b ) / 6  e = b - a .  
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